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概要
2部グラフ B = (XB ; YB ; EB) の路重複数 R(B) は，最小 2部クリーク辺被覆問題の計算の複雑さに関
係する．ここでは 2部グラフ B の路重複数を計算するアルゴリズムを提案する．このアルゴリズムの計算
時間は O(n2 m2) である．ここで m =j EB j ， m =j E B j ，n =j XB j + j YB jである．ただし B は
B の補グラフである．またグラフ B がドミノフリーであるかどうかを O(m m2) の計算時間で判定するア
ルゴリズムを提案する．
1 はじめに
一般の 2部グラフ B に関して，その最小 2部クリーク辺被覆問題は NP 困難問題であることが知られてい
る [2] [4]．しかし，C4 フリーグラフ，距離遺伝 2部グラフ [3] の場合は，最小２部クリーク辺被覆問題が多
項式時間で解けることが示されている．
2部グラフ B がドミノフリーの場合，B の路重複数 R(B) = 0 である．ドミノフリーグラフ [1] ，さらに
路重複数 R(B)  1 [5] の 2部グラフの場合は，最小２部クリーク辺被覆問題が多項式時間で解けることが示
されている．このように，2部グラフ B の路重複数 R(B) は，最小 2部クリーク辺被覆問題の計算の複雑さ
に関係する．ここでは路重複数 R(B) の値を計算するアルゴリズムを提案する．このアルゴリズムの計算時
間は O(m mn=2)であり，グラフ B がドミノフリーであるかどうかを O(m m2) の計算時間で判定する．ここ
で m =j EB j ， m =j E B j ，n =j XB j + j YB jである．ただし B は B の補グラフである.．
2 定義
ここで取り扱うグラフは，特に断りのない限り 2 部グラフである．B = (XB ; YB ; EB) を，頂点集合
XB [ YB と辺集合 EB  XB  YB からなる 2 部グラフとする．また B = (XB ; YB ; E B) を B の補グラ
フとする．すなわち E B = XB  YB n EB である．XB = fx1; x2; : : : ; xnxg，YB = fy1; y2; : : : ; ynyg とし，
n = nx + ny，m = jEB j， m = jE B j とする．B の部分グラフ K = (XK ; YK ; XK  YK) を（B の）2部ク
リークと呼ぶ．EB =
Ss
i=1EKi なる B の 2部クリークの集合 K = fK1; : : : ;Ksg を B の 2部クリーク辺
被覆と呼ぶ．最小 2 部クリーク辺被覆問題は，最小サイズの 2 部クリーク辺被覆を求める問題である．
K が B の極大 2 部クリークであるとは，B の 2 部クリーク K 0(6= K) で，EK  EK0 を満たすものが存
在しないときをいう．jXK j = 1 または jYK j = 1 のとき，K は星グラフである．jXK j = 1 のとき，x 2 XK
を星グラフ K の中心と呼ぶ．jYK j = 1 のときも同様である．xi 2 XB に対して，xi を中心とする極大星グ
ラフを Xi と表す． 同様に yj 2 YB に対して yj を中心とする極大星グラフを Yj と表す．
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以下の頂点集合 Xd，Yd と辺集合 Ed からなる 2部グラフ Bd = (Xd; Yd; Ed) をドミノと呼ぶ．
Xd = fx1; x2; x3g; Yd = fy1; y2; y3g;
Ed = f(x1; y1); (x2; y2); (x3; y3);
(x1; y2); (x2; y1); (x2; y3); (x3; y2)g:
ドミノフリーグラフとは，その誘導部分グラフとしてドミノを含まないグラフである．
以下において，B の変形ガロア束 Gm(B) を定義する．KM (B) = fK1;K2; : : : ;Ksg を 2 部グラフ B
のすべての極大 2 部クリークからなる集合とする．変形ガロア束 Gm(B) は KM (B) を用いて以下のよう
に定義される．Xs(B) = fX1; X2; : : : ; Xnxg，Ys(B) = fY1; Y2; : : : ; Ynyg とする．B の部分グラフの集合
KsM (B)  KM (B) [ Xs(B) [ Ys(B) 上に，半順序 < を以下のように定義する．Kp;Kq 2 KsM (B) に対し，
YKp  YKq かつ XKq  XKp のとき，かつその時に限り Kp < Kq とする．Kp < Kq ではなく，かつ
Kp > Kq ではない場合，Kp と Kq は比較不能という．
KsM (B) のすべての要素 K に対して，K < > であるような要素 > と，? < K であるような要素 ? を加
えた集合 KsM (B) [ f>;?g のハッセ図を Gm(B) とする．Gm(B) を B の変形ガロア束と呼ぶ．
性質 1. 相異なる 2つの Kp;Kq 2 KM (B) に対して，XKq  XKp () YKp  YKq が成り立つ．
証明. XKq  XKp のとき YKp 6 YKq であると仮定する．このとき y 2 YKp かつ y 62 YKq なる y が
存在する．すべての x 2 XKp に対し y 2 YKp は (x; y) 2 EKp  EB を満たす．XKq  XKp より
Kr = (XK1 ; YKq [ fyg; XKq  (YKq [ fyg)) なる，B の極大 2部クリーク Kr が存在する．これは Kq が極
大 2部クリークであることに反する．
性質 1 より，KM (B) の要素間の半順序は Gm(B) においても変わらない．また，相異なる 2 つの
Kp;Kq 2 KM (B) に対して，Kp < Kq ならば XKp ( XKq かつ YKq ( YKp が成り立つ ．
次に B の路重複数を定義する．P を Xs(B) の頂点から Ys(B) の頂点への Gm(B) におけるすべての路の
集合とする．すなわち Pi;j 2 P(i; j) を Xi から Yj への路としたとき，P =
S
1inx;1jny P(i; j) である.
B における x の次数を dB(x) とする．P(i; ) を Gm(B) における Xi から Ys(B) の任意の頂点へのすべ
ての有向路の集合とし，P(; j) を Gm(B) における Xs(B) の任意の頂点から Yj へのすべての有向路の集合
とする．すなわち P(i; ) = [nyj=1P(i; j) であり，P(; j) = [nxi=1P(i; j) である.
ここで B の路重複数 R(B) を以下のように定義する
R(B)  max  max
1inx
(jP(i; )j   dB(xi)); max
1jny
(jP(; j)j   dB(yj))

:
ここで以下の定理と系が成り立つ [5] ．
定理 2. B がドミノフリーのとき，またそのときに限り R(B) = 0 である．
系 3. R(B) > 0 ならば B はドミノフリーではない.
3 ドミノフリーの判定アルゴリズム
ここでは，2 部グラフ B がドミノフリーであるかどうかを O(m m2) の計算時間で判定するアルゴリズムを
提案する．
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B はドミノ Bd = (Xd; Yd; Ed)
Xd = fx1; x2; x3g; Yd = fy1; y2; y3g;
Ed = f(x1; y1); (x2; y2); (x3; y3);
(x1; y2); (x2; y1); (x2; y3); (x3; y2)g:
を頂点集合 fx1; x2; x3; y1; y2; y3g の誘導部分グラフとして持つとする．このとき B の補グラフ B では以下
が成り立つ．
(x1; y3); (x3; y1) 2 E B
(x1; y1); (x2; y2); (x3; y3);
(x1; y2); (x2; y1); (x2; y3); (x3; y2) =2 E B :
B の辺 e0 = (x0; y0) に対して， B の 2本の辺 ea = (xa; ya)，eb = (xb; yb) が
(x0; ya); (x0; yb) ;
(xa; y0); (xb; y0) ;
(xa; yb); (xb; ya) =2 E B
となるとき，これを ea と eb の e0 に対するドミノ条件と呼ぶ．
補題 4. B の辺 e0 に対し，ドミノ条件を満たす ea; eb 2 E B が存在すれば，B の部分グラフとしてドミノが
存在する．
証明. e0 = (x2; y2)，ea = (x1; y3)，eb = (x3; y1) とする．ea，eb が e0 に対してドミノ条件を満たすならば，
定義より
(x2; y3); (x2; y1) ;
(x1; y2); (x3; y2) ;
(x1; y1); (x3; y3) =2 E B
であり，
(x2; y3); (x2; y1) ;
(x1; y2); (x3; y2) ;
(x1; y1); (x3; y3) 2 EB
かつ (x2; y2) 2 EB である．また (x1; y3); (x3; y1) =2 EB であるから，頂点集合 fx1; x2; x3; y1; y2; y3g が誘
導する B の部分グラフはドミノである．
系 5. B がドミノフリーならば，B のすべての辺に対して，ドミノ条件を満たすような B の 2辺 ea; eb 2 E B
は存在しない．
系 5 を判定する，すなわち B がドミノフリーかどうかを判定するアルゴリズム 1 の計算時間は O(m m2)
である．
4 路重複数の計算アルゴリズム
k  1 に対して B の k-路重複条件を以下のように定義する．
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Algorithm 1 ドミノフリー判定アルゴリズム
for 8e 2 EB do
for 8ea; eb 2 E B do
if ea，eb が e0 に対してドミノ条件を満たす then
B はドミノフリーではない
end if
end for
end for
B はドミノフリーである
定義 6. B の極大 2 部クリークの部分集合 fK1;K2; : : : ;Kkg で，集合のすべての要素が B のある辺
e0 = (x0; y0) を含み，かつ集合の任意の 2つの要素がすべて比較不能であるようなものが存在するとき，B
は k-路重複条件を満たすと定義する．
系 7. k-路重複条件を満たす極大 2部クリーク Ki (i = 1 : : : ; k) は，Gm(B) の X0 から Y0 へのそれぞれ相
異なる k 個の有向路にある．
以下の補題を証明する．
補題 8. B の k-路重複条件を満たすような極大 2部クリークの集合 fK1;K2; : : : ;Kkg が存在すれば， B の
辺集合 fe1; e2; : : : ; ekg で，集合の任意のすべての 2つの要素がドミノ条件を満たすようなものが存在する．
証明. 補題を証明するためには，e0 = (x0; y0) 2 EB を含むような Kp と Kq が比較不能であれば，ドミノ条
件を満たす ea; eb 2 E B が存在することを示せば十分である．
Kp と Kq は ともに e0 を含むので，Gm(B) 上でこれらは x0 から y0 への有向路にある．Kp と Kq が比
較不能であれば，Kp < Kq ではなく，Kp < Kq ではない．すなわち Kp と Kq とは，Gm(B) 上の異なる有
向路にある．このとき以下を満たす頂点 fxp; xq; yp; yqg が存在する．
(xp; yp) 2 EKp ; (xq; yq) 2 EKp ;
xp =2 XKq ; yp =2 YKq ;
xq =2 XKp ; yq =2 YKp :
上の条件を満たすすべての xp の集合を Xp とし，yq の集合を Yq とする．8xp 2 Xp と 8yq 2 Yq に関
して (xp; yq) 2 EB であると仮定する．このとき K = (XKp ; YKP [ Yq; XKp  YKP [ Yq) なる 2部クリー
クが存在し，Kp が極大 2 部クリークであることに反する．したがって (xp; yq) =2 EB が成り立つような
xp 2 Xp と yq 2 Yq が存在する．同様に (xq; yp) =2 EB なる xq 2 Xq と yp 2 Yp が存在する．このような
fxp; xq; yp; yqg に対して (xp; yq); (xq; yp) 2 E B なので，ea = (xp; yq)，eb = (xq; yp) とすると，ea と eb は
e0 に対してドミノ条件を満たす．
R(B) = r( 1) とする．一般性を失うことなく
max
1inx
(jP(i; )j   dB(xi))  max
1jny
(jP(; j)j   dB(yj)) (1)
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とできる．jP(i; )j   dB(xi) が最大値をとるような i を imax とする．yj (j = 1; : : : ; dB(ximax)) を
(ximax ; yj) 2 EB なる頂点とする．(ximax ; yj) に対してドミノ条件を満たす ea; eb 2 E B の相異なる組
の数を ri とすると，系 7 より，j = 1; : : : ; dB(ximax) に関して以下が成り立つ．
jP(imax; j)j = rj + 1:
ただし，r =
PdB(ximax )
j=1 rj である．
以上より，アルゴリズム 2 を用いて B の路重複数 R(B) を計算することができる．このアルゴリズムの計
算時間は O(n2 m2) である．
Algorithm 2 k-路重複条件のアルゴリズム
r  0, k  0
for 8xi 2 XB do
for 8j s.t. e = (xi; yj) 2 EB do
for 8ea; eb 2 E B do
if e に対して ea と eb がドミノ条件を満たす then
k  k + 1
end if
end for
end for
if k  r then
r  k
end if
end for
r を出力．
5 おわりに
ドミノは 6つの頂点と 7つの辺からなるグラフなので，単純には O(n6) または O(m7) の計算時間で B が
ドミノフリーかどうかが判定可能である．ここでは B の補グラフ B を考慮し，O(m m2) でドミノフリーか
どうかが判定できるアルゴリズムを提案した．さらに同様の考え方で，B の路重複数 R(B) を計算するアル
ゴリズムを提案した．このアルゴリズムの計算時間は O(n2 m2) であり，グラフサイズの多項式時間である．
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